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РЕШЕНИЕ СмЕШАННЫХ ЗАДАЧ мЕтОДОм ХАРАКтЕРИСтИК  
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ИНтЕГРАЛЬНЫм УСЛОВИЕм
В одномерном случае для волнового уравнения рассматривается смешанная задача с одним интегральным усло-
вием и граничным условием типа Дирихле на правой границе области. Показывается, что при определенных услови-
ях гладкости на заданные функции для существования и единственности классического решения поставленной сме-
шанной задачи необходимо и достаточно выполнения условий согласования на исходные функции. При ее анализе 
используется метод характеристик, который сводится к построению решения задачи в подобластях, полученных 
из исходной области при разбиении последней характеристическими прямыми. В каждой из указанных подобластей 
с помощью начальных, а также интегрального и граничного условий строится решение поставленной задачи, при 
этом в некоторых подобластях оно сводится к интегральному уравнению Вольтерры второго рода, для которого 
справедливы теоремы о корректной разрешимости. Условия согласования выводятся при приравнивании значений 
решения и его производных до второго порядка включительно на характеристиках. Данные результаты позволяют 
построить как аналитическое решение исходной задачи, если удается найти решение уравнения Вольтерры второго 
рода в явном виде, так и приближенное решение задачи с помощью численных методов. Однако при построении при-
ближенного решения следует вводить дополнительные условия сопряжения решения или его производных на харак-
теристиках.
Ключевые слова: волновое уравнение, метод характеристик, интегральное условие, классическое решение, сме-
шанная задача. 
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SOLUTION OF THE MIXED PROBLEMS BY THE METHOD OF CHARACTERISTICS  
FOR THE WAVE EQUATION WITH THE INTEGRAL CONDITION
The mixed problem for the wave equation with one integral condition and one Dirichlet’s condition on the right boundary of 
the domain is considered in the one-dimensional case. It is proved that the fulfillment of the matching conditions is necessary and 
sufficient for existence and uniqueness of the classical solution of the given mixed problem under certain smoothness con ditions 
for the given functions. The method of characteristics is used for analysis of the problem. This method is reduced to partitioning 
the original domain by characteristics line in sub-domains where the solution of the given problem is constructed with the help of 
initial, boundary and integral conditions. However, in some sub-domains the solution of the problem is re duced to Volterra’s 
second-type equation. For this equation, the theorems of correct solvability are fulfilled. Matching condi tions are obtained by 
equating the values of the solution and its derivatives up to the second-order, including on characteristics. The obtained results 
allow building either the analytical solution of the given problem if Volterra’s equation solution can be constructed in explicit 
form, or the approximate solution with the help of numerical methods. However, in building the appro ximate solution, the ad-
ditional conjugation conditions for solution and its derivatives should be introduced on characteristics.
Keywords: wave equation, method of characteristics, integral condition, classical solution, mixed problem.
Введение. В настоящей статье рассматривается смешанная задача для волнового уравнения 
с интегральным условием. В [1, 2] и других работах исследуются гиперболические уравнения 
второго порядка с нелокальными условиями, а также строится обобщенное решение задачи. 
Однако в данной работе показано, что для поставленной задачи возможно построить классиче-
ское решение смешанной задачи для одномерного волнового уравнения с нелокальным услови-
ем. Следует отметить, что здесь нелокальное условие представляет собой интегральное уравне-
ние второго рода с ядром, зависящим от двух переменных. 
Для построения решения задачи применен хорошо зарекомендовавший себя метод характери-
стик, использующийся как для задач, у которых точное решение представимо в аналитическом 
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виде [3], так и для задач, где такое представление невозможно [4, 5]. С помощью метода характе-
ристик решение исходной задачи во всей полуполосе сводится к решению подзадач в подобла-
стях, полученных при разбиении исходной полосы характеристическими прямыми. Далее, в каж-
дой такой подобласти ищется решение новой задачи, в постановке которой использованы усло-
вия из исходной задачи, а затем проводится склейка найденных решений. Оказывается, что для 
гладкости решения исходной задачи во всей полуполосе только гладкости исходных функций 
недостаточно, и дополнительно требуется выполнение условий согласования начальных данных.
В результате выведены необходимые и достаточные условия существования единственного 
классического решения рассматриваемой задачи в полуполосе. При этом решение в некоторых 
подобластях получено в виде интегрального уравнения Вольтерры второго рода, формулы реше-
ния которого в общем виде не существует, однако для этих уравнений доказаны теоремы о су-
ществовании и единственности решения [6]. 
Предложенный в настоящей статье подход позволяет получить приближенное решение по-
ставленной задачи в случае невыполнения однородных условий согласования, причем при чис-
ленном решении требуется дополнительно ввести условия сопряжения на характеристиках. 
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требуется найти необходимые и достаточные условия существования единственного класси-
ческого решения задачи (1)–(4) из класса C2(Q).
Общее решение неоднородного уравнения. Область Q разделим на области ( ) ,  = 1,2,...kQ k  
прямыми 0
( 1)




-   так, как показано на рисунке. В свою очередь каждая из областей 
Q(k) разбивается с помощью характеристических прямых 1 0= ( 2)x k l ax- - +  и 1 0= ( 1)x k l ax- -  
на области ( ) ,  = 1,4,kiQ i  в каждой из которых ищется решение исходной задачи. 
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где ( ) ( ),  k kj jp g  – произвольные функции, f – обозначает непрерывное продолжение функции f 
на все множество интегрирования, обозначенное этим же символом. Предположим, что эти 
функции таковы, что
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и для них выполняются условия согласования
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Условия согласования (7) назовем однородными, если ( ) ( )= = 0,  = 0,2.k ki i iδ σ
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Л е м м а 1. Пусть функции ( ) ( )( = 1,2),  ( = 1,3)k kj jp j g j  дважды непрерывно дифференци­
руемы на соответствующих отрезках своего определения, т. е. ( ) 21 [ ( 1) , (  2) ],
kp C k l k l∈ − − − −
( ) 2
2 [ , ( 1) ],  
kp C kl k l∈ − − −   
( ) 2
1 [( 1) , ],  
kg C k l kl∈ −    
( ) 2
3 [ ,( 1) ].
kg C kl k l∈ +   Однородные условия со­
гласования (7) выполняются тогда и только тогда, когда функции ( ) 2[ , ( 2) ],kp C kl k l∈ − − −  
( ) 2[( 1) ,( 1) ].kg C k l k l∈ − +   
Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из условий теоремы и условий согласования (7).
Л е м м а 2. Если выполняются условия леммы 1 и равенства (5), то решения ( )kju  уравнения (6) 





( ) ( ) ( )
1 0 1 0
( 1) ( )
1( ) =  ( , ) ( ) ( ), 
2




k l x a x
a





τ ξ ξ τ + − + +∫ ∫x
  (10)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы 2 следует из леммы 1, равенств (6) и формулы (5). 
Пусть Q – замыкание области Q, аналогично ( )kjQ  – замыкания соответствующих областей 
( ) .kjQ  Обозначим через u(k) функцию 
4
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Функции ( )kju  соприкасаются друг с другом в точках 
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1 0 1 0( ( 1) , ),( , ) .kk l x ax x ax kl Q− − + − ∈  
Чтобы u(k) были дважды непрерывно дифференцируемы, требуем выполнения условий, при кото­
рых будут справедливы следующие равенства:
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где = 0,2i  и 0 0 00 0 0 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2= , = , = ,k k k k k k ix x xj j j j j jx x x xu u u u u u∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  – аналогичное обозна­
чение. Отсюда следует 
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У т в е р ж д е н и е. Если функции ( )( ) ( )2k kj ju C Q∈ , то следую-
щие утверждения эквивалентны:
1) ( )( )( ) 2 ;kku C Q∈  
2) выполняются однородные условия согласования (11), (12).
Здесь под u(k) подразумевается продолжение по непрерывно-
сти на все множество 
( )kQ  определенной выше функции, обозна-
ченной этим же символом u(k). 
л е м м а  3. Пусть функция 20 1 0 1: ( , ) ( , )f x x Q f x x∈ ⊂ → ∈  
из уравнения (5) принадлежит классу 1( ).C Q  Условия лемм 1 и 2 
выполняются тогда и только тогда, когда решение уравнения (5) 
принадлежит классу 2 ( )( ),kC Q  которое определяется по фор-
муле (10) для = 1,4.j
Д о к а з а т е л ь с т в о. так как функции ( ) ( ),  k kp g  согласно 
лемме 1 являются дважды непрерывно дифференцируемыми, то 
решение уравнения (5) ( ) ( )2 ( ),  = 1,4.k kj ju C Q j∈  Для завершения 
доказательства леммы 3 необходимо проверить выполнение ус-
ловий согласования (11), (12) для функций ( ) .kju
Положим i = 0 в условиях (11). тогда
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Рассмотрим теперь производную первого порядка
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Из равенства (13) следует, что производные (14), (15) равны между собой. По этой схеме 
проверяются условия (11) и все условия согласования (12) для = 0,2.i
Искать решение задачи (1)–(4) будем с помощью метода характеристик [4]. Для этого мы 
сначала рассмотрим задачу в области Q(k) с начальными условиями
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интегральным условием (3) и граничным условием (4). Здесь ( ) ( ),  k kϕ ψ  выражаются из решения 







 причем (1) ,ϕ ≡ ϕ  (1) .ψ ≡ ψ
Задача Коши. В области ( )1
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Из системы (17) функции ( ) ( )1 1,  
k kp g  определяются как
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где C – произвольная константа.
Следовательно, решение в области ( )1
kQ  запишется в виде 
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Функция ( )1 ,
kp  определенная по формуле (18) в области ( )1 ,
kQ  определена и в области ( )3 ,
kQ  где 
имеет такой же вид. Функция ( )1 ,
kg  определенная по формуле (19) в области ( )1 ,
kQ  задана и в обла-
сти ( )2 ,
kQ  где также представима в виде (19).
Граничное условие на правой границе. Как показано в [4], решение задачи (1), (2), (4) в об-
ласти ( )3
kQ  имеет вид 
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a функция ( )3
kg  задается формулой 
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Интегральное условие. Условие (3) представляет собой интегральный оператор второго ро-
да. Подставив в него общее решение (5) в области ( )2 ,
kQ  получим уравнение относительно неиз-
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В области ( )2
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После замены переменной интегрирования =s zτ -  получим интегральное уравнение Воль-
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Решение данного уравнения существует в классе 2 ([ , ( 1) ])C kl k l- - -  и является единствен-
ным тогда, когда выполнены следующие условия гладкости функций: 2 ([ , ( 1) ]),M C kl k l∈ - - -  
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 таким образом, решение в области ( )2
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В области ( )4
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Для того чтобы решение задачи, определяемое по формулам (29), (30), было единственным, 
требуется показать, что ( ) ( )2 2( ) = ( ) ,2
k k Cp z p z -  где ( )2 ( )
kp z  – функция из 2 ([ , ( 1) ]),C kl k l- - -  кото-
рая не содержит произвольных констант C.
Заметим, что 
( 1)





M z M z K z d
a
- -  - - - τ - τ 
 
∫  Здесь ( )M z  обозначает сумму сла-
гаемых из (27), которые не содержат свободных констант. С учетом этого факта уравнение (28) 
можно переписать в виде 
 
( 1)
( ) ( )





p z K z p d M z
a
- -  + - τ - τ τ 
 
∫    (31)
где ( ) ( )2 2( ) = ( ) .2
k k Cp z p z +  Решение уравнения (31) существует и единственно в классе C2. таким 
образом, решение уравнения (28) представимо в виде ( ) ( )2 2= ( ) ,2
k k Cp p z -  где функция ( )2 ( )
kp z  
не зависит от свободных констант.
Условия согласования. Для того чтобы решение задачи (20), (21), (29), (30) было из класса 
2 ( )( ),kC Q  необходимо и достаточно, чтобы функции ( ) ( )1 2,  
k kp p  были согласованы в точке = ( 1)z k l- -  
вместе со своими производными до второго порядка включительно, а функции 
( ) ( )
1 3,
k kg g  – в точ-
ке =z kl вместе со своими производными до второго порядка включительно. Обозначим 
( ) ( ) ( )





p k l p k l i
dz dz





g kl g kl i
dz dz
- σ . 
Условия согласования функций ( ) ( )1 3,  
k kg g  и их производных рассмотрены в [4] и имеют вид
 
( )( ) ( )
0
( )( ) ( )
1
( )2 ( ) 2 ( )
22 2
( 1)
( ) = ,
1 ( 1)
( ) = ,
1 ( 1) 1 ( 1)










k l k l
d d l f l
a aa a
- µ - ϕ σ 
 
 - µ -ψ σ  
  
- -   µ - ϕ - σ   




Далее находим условия согласования для функций ( ) ( )1 2,  
k kp p  и их производных.




( ) ( )





p z K z p d M z
a
- -  - - τ - τ τ + 
 
∫  (33)
Приравнивая (18) и (33) в точке = ( 1) ,z k l- -  получаем условие согласования функций ( ) ( )1 2,  :
k kp p
 
( )(0) ( ) ( )
0
0
( 1) ( 1)
(0) , ( ) = .
l
kk kk l k lK s s ds
a a
- -   µ - ϕ - ϕ δ   
   
∫  (34)
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Условие согласования функций ( ) ( )1 2,  
k kdp dp  имеет вид 
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Условие согласования на функции ( )2 1
kd p  и ( )2 2
kd p  в точке = ( 1)z k l- -  представляется следую-
щим образом:
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л е м м а 4. Пусть известные функции удовлетворяют условиям: ( ) 21( ) ([0, ]);
k x C lϕ ∈   
( ) 1
1( ) ([0, ]);
k x C lψ ∈   (0) ( ) 2 ( 1), , ;l k l klC
a a
 - µ µ ∈     
  2 ( 1) , [0, ] ;k l klK C l
a a
 - ∈ ×    
  0,1 ( 1) , [0, ] .k l klf C l
a a
 - ∈ ×    
 
Единственное решение задачи (1), (16), (3), (4) ( ) 2 ( )( ) ( )k ku C Q∈x  существует тогда и толь-
ко тогда, когда выполняются однородные условия согласования (33)–(36), т. е. при 
( ) ( )0, 0,  = 0,2.k ki i iσ ≡ δ ≡
Классическое решение в области Q. Далее рассматривается вопрос существования класси-








л е м м а  5. Пусть для задачи (1)–(4) u(k) – решение в области Q(k), u(k–1) – решение в области 
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ku -  определена как (30), ( 1)3
kg -  – в виде (22), ( 1)2
kp -  – по формуле (33), функция
 
( ) ( )
( , 1)







u x x Q
u x







будет дважды непрерывно дифференцируема на множестве ( 1) ( ) .k kQ Q-

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Для д о к а з а т е л ь с т в а леммы 5 достаточно показать, что значения функций ( ) ( )ku x  
и ( 1) ( )ku − x , а также их производных до второго порядка включительно совпадают при 
1





x  Данное утверждение очевидно верно для самих функций и их производных 
по переменной x0. Для первой производной функций 
( ) ( )ku x  и ( 1) ( )ku − x  по переменной x1, а также 
вторых производных достаточно приравнять их значения при 1






С л е д с т в и е. Условия согласования для функций ( ) ( )1 2,  
k kp p , а также для ( ) ( )1 3,  
k kg g  и их про-
изводных до второго порядка включительно выполняются тогда и только тогда, когда выполняются 
условия согласования для функций ( 1)1
kp −  и ( 1)2 ,
kp −  ( 1)1
kg −  и ( 1)3
kg −  и их производных до второго по-
рядка включительно соответственно. Причем ( ) ( 1) ( ) ( 1)= ,  = ,  = 0,2,  = 2,3,... .k k k ki i i i i k
− −δ −σ σ −δ  
Для д о к а з а т е л ь с т в а  данного следствия достаточно воспользоваться представлением 
в области Q(k) начальных функций по формулам (37) и подставить их в условия согласования 
(33)–(36). После упрощения полученных выражений имеем в точности условия согласования для 
функций в области Q(k–1). 
Таким образом, доказана
Те о р е м а. Пусть (0) ( ) 2, ([0, )),l Cµ µ ∈ +∞  2 ([0, ]),C lϕ∈  1([0, ]),C lψ∈  2 ( ),K C Q∈  0,1( ).f C Q∈  
Для задачи (1)–(4) существует единственное классическое решение из класса 2 ( )C Q  тогда 
и только тогда, когда для функций (0) ( ),  ,  ,  lµ µ ϕ ψ выполняются однородные условия согласо­
вания (33)–(36) при k = 1, а именно: 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2 ( ) 22 2
1 10 ( ) = 0, 0 ( ) = 0, 0 ( ) 0, = 0,l l ll d l d d l f l
a a
µ −ϕ µ −ψ µ − ϕ −  (39) 
 ( ) ( )(0)
0
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K s s dsµ −ϕ − ϕ∫  (40) 
 ( ) ( ) ( )(0)
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l l
d K s s ds K s s ds
a a x a
∂
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∂∫ ∫
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l
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a a x a
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∂
∂





и оно может быть найдено по формулам (20), (21), (29), (30). 
Заключение. В данной статье с помощью метода характеристик выведены необходимые 
и достаточные условия существования единственного решения задачи (1)–(4) в классе 2 ( )C Q  
при заданных условиях гладкости на исходные функции. Получены аналитические формулы 
для поиска решения, а также построено эквивалентное интегральное уравнение второго рода 
с переменными верхними пределами для решения в подобластях. Доказано, что выполнение 
условий согласования (33)–(36) эквивалентно гладкости решения задачи (1)–(4) при условии 
гладкости исходных функций.
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